Tema di Analisi I, 2° modulo, 21/02/2011

Luciano Battaia*)

Universita di Udine, Sede di Pordenone

Esercizio 1. Sono date le rette

- y—z2—1=0 o y—2=20

"l x4+22—-2=0 "~ "l x4+y—3=0
S7 chiede:

1. di provare che sono sghembe;

2. di trovare l'equazione del piano « per r e parallelo ad s;

3. di trovare Uequazione del piano 3 per s e parallelo ad r;

4. di trovare l’equazione del piano mediano della striscia individuata da o e (3.

Risoluzione. Le equazioni parametriche delle due rette date sono

T =—2t4+2 T=-u+3
T y=t+1 , T Y =1u ,
Z:t Z=U

aventi come punto in evidenza e vettore direttore rispettivamente
P.=(2,1,0), v, = (-2,1,1) e Ps;=(3,0,0), v, =(—1,1,1).

Se ne deduce subito che le due rette non sono parallele. Considerando il sistema costituito dalle 4
equazioni dei piani che individuano le due rette si vede anche subito che le rette non sono incidenti,
dunque sono sghembe.

La determinazione dei piani o e # é immediata in forma parametrica: entrambi avranno come
vettori di giacitura i vettori ¥, e ¥s, inoltre il primo passera per P,, il secondo per P;. Il piano
mediano avra la stessa giacitura e passera per il punto medio M di P.P;. Le tre equazioni in forma
parametrica sono allora, rispettivamente,

r=2-2t—u xr=3—-2t—u x=5R—-2t—u
y=1+t+u y=t+u , y=1l2+t+u
z=t+u z=t+u z=t+u

Esercizio 2. Si consideri la funzione definita da

flz) = / o5t dt |

0

Se ne trovi il polinomio di Taylor di ordine 2, di punto iniziale ro = 7.
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Risoluzione. Si ha, intanto, f(7m) = 0. Poi
f/(l’) — ecos(nzsz)(_zx) ’ f”(:l,‘) _ _eCOS(T[Q*{EQ) _ 2mecos(7127:v2)( _ SiIl(T[2 _ 1,‘2))(—21,‘) ,

da cui
fl(m) = —2me, f"(n)=—2e.

Il polinomio di Taylor richiesto ¢ allora

To () = —2me(x — 1) — e(x — )2

Esercizio 3. Siano date le funzioni

g(z,y) =xy —1

f=(f1,f2), con fi(z,y)=zy+e® e folz,y) =sinz+siny.

Calcolare le derivate parziali della funzione composta h = go f sia a partire dall’espressione esplicita,
che utilizzando la regola di derivazione delle funzioni composte.

Risoluzione. Lo schema per la composizione delle funzioni é il seguente:
R2 (f1,f2) R2 g R
(z,y) (u, v) z

9

con
u=xy + e”

z=glu,v) =uv—1, {v:sinx—i—siny

La funzione composta ¢, in forma esplicita,
h(z,y) = g(fi(@,p), fo(w,y)) = (zy +€") - (sinz +siny) — 1.
Le derivate parziali di h si calcolano facilmente, ottenendo
hi(z,y) = (y+€®)(sinz + siny) + (zy + ) (cos x)
h’y(az, y) =z (sinx + siny) + (zy + e*)(cosy)

Applichiamo ora la regola di derivazione delle funzioni composte (utilizzabile in questo caso perché
le funzioni componenti sono differenziabili).

g(uv)=v, g (u,v)=u,

uy(z,y) = fi(z,y) =y +e*  wy(r,y) =fl,(ry) =2
V(2,y) = fa(z,y) =cosz  vj(z,y) = f5,(x,y) = cosy
Si ha
b (z,y) = v(z,y) (y + e*) + u(z,y)(cosx) = (sinx + siny)(y + ) + (vy + e*)(cos 1) ,
h’y(x, y) =v(x,y)x +u(z,y)(cosy) = (sinx + siny) z + (xy + €*)(cosy) ,

in perfetto accordo con il risultato precedente.
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Esercizio 1. Sono date le rette

- r+z+1=0 ) r+2z2=0

"l 2z—y—2=0 "~ y—z+3=0
S1 chiede:

1. di provare che sono sghembe;

2. di trovare l’equazione del piano « per r e parallelo ad s;

8. di trovare ’equazione del piano B per s e parallelo ad r;

4. di trovare l’equazione del piano mediano della striscia individuata da o e (3.

Risoluzione. Le equazioni parametriche delle due rette date sono

r=t T=—Uu
7 y=2t—2 , T y=u—3 ,
z=—t—-1 zZ=1u

aventi come punto in evidenza e vettore direttore rispettivamente
P.=(0,-2,-1), 9, =(1,2,—1) e Ps=(0,-3,0), 9, =(—1,1,1).

Se ne deduce subito che le due rette non sono parallele. Considerando il sistema costituito dalle 4
equazioni dei piani che individuano le due rette si vede anche subito che le rette non sono incidenti,
dunque sono sghembe.

La determinazione dei piani o e § é immediata in forma parametrica: entrambi avranno come
vettori di giacitura i vettori ¥, e ¥s, inoltre il primo passera per P,, il secondo per P;. Il piano
mediano avra la stessa giacitura e passera per il punto medio M di P,.P;. Le tre equazioni in forma
parametrica sono allora, rispettivamente,

r=1t—u r=t—u r=t—u
y=-2+4+2t+u |, y=-3+2t+u |, y=-52+4+2t+u
z=—-1—t+u z=—t+u z=—lp—t+u

Esercizio 2. Si consideri la funzione definita da
2x

f@%:/@+1ﬂﬁr

Si calcoli 'equazione della retta tangente al suo grafico nel punto (1, f(1)).

Risoluzione. Si ha, intanto,

2tt 2! ]2_ TIn2 -2

2
D= [(t+1)2dt = |— — =
U /( ) [1112 In®2|;  In®2
1

Per la derivata prima prima si ha poi

0 2x x 2x
ﬂ@:/@+m?m+/ﬁ+nfmz—/ﬁ+n?w+/@+n?&7
T 0 0 0

da cui
fl(x) = —(x+1)2° + (2 + 1)2%°2, dacui f/(1) =20.

L’equazione della retta tangente €

y=f(1)+20(x—1).
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Esercizio 3. Siano date le funzioni

g(z,y) =xy—1

f=01,/12), con filz,y)=zy+e’ e fo(x,y) =cosx+ cosy.

Calcolare le derivate parziali della funzione composta h = go f sia a partire dall’espressione esplicita,
che utilizzando la regola di derivazione delle funzioni composte.

Risoluzione. Lo schema per la composizione delle funzioni ¢ il seguente:
(f1,f2)

R2 2 4 R
(z,y) (u,v) z

)

con
u=zy+eY

z=glu,v) =uv—1, {v:cosx—i-cosy

La funzione composta ¢, in forma esplicita,
h(z,y) = g(fi(x,y), fa(2,y)) = (zy +€') - (cosz + cosy) — 1.
Le derivate parziali di h si calcolano facilmente, ottenendo
R (x,y) =y (cosx + cosy) + (xy + e¥)(—sinx)
by, (z,y) = (= +e¥)(cosz + cosy) + (zy + e¥)(—siny) .

Applichiamo ora la regola di derivazione delle funzioni composte (utilizzabile in questo caso perché
le funzioni componenti sono differenziabili).

Gu(u,v) =v,  gy(u,v) =u,
uy(z,y) = fl.(z,y) =y uy(z,y) = f1,(z,y) =2 + e
Vp(z,y) = fha(v,y) = —sinz  vl(z,y) = f5,(v,y) = —siny
Si ha
b (z,y) = v(z,y) y +u(z,y)(—sinx) = (cosx + cosy) y + (zy + e¥)(—sinx),
by (x,y) = v(z,y)(x + e’) + u(z,y)(—siny) = (cosx + cosy)(x + e¥) + (zy + e)(—siny),

in perfetto accordo con il risultato precedente.
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